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Auflésen von Singularititen durch Aufblasen

Beispiel Einfache Kurve mit einer Singularitat

>

Bemerkung
Durch endlich vieles Aufblasen kann jede beliebige Kurve gegliattet werden.

C — P2
{ {
C < P2

wobei P2 — P2 Aufblasung und C strikt Transformierte

Beispiel ,Newtonsche Knoten*
c:y?=2%(1+2x)

Parametrisiere y = tx

= 1222 = 22(1 + 2)
st?=1+4+mz;0=t>—1und y =t(t* - 1)
Daraus ergibt sich die folgende Aufblasung:
(x,t) — (z,tz)

Al — A?

t (12 - 1,t(t2 - 1))

(5.10) Geschlecht einer singuldren Kurve

Bemerkung
q = (Zl U C~2 reduzible Kurve
C = C1 U Cs nicht zusammenhingende Kurve

Fakt
Wenn C irreduzibel = C zusammenhingend und orientierbar



Definition
Sei C irreduzible Kurve C P? .
Dann wird das Geschlecht von C definiert durch g(C) := ¢(C)

Beispiel

- C

i i

o

(O~

g(C)=g(P") =0
Erinnerung (4.16) Riemann-Clebsch
Sei C C P? glatt vom Grad d. Dann gilt:

Satz
Sei C irreduzibel mit § gewohnliche Doppelpunkte vom Grad d. Dann gilt:

(d—1)(d—2)

9(C) = 5 -9
Folgerung
Es gilt:
5 < (d—l)z(d—2)



Beweis. Wieder mit Projektion auf eine Gerade.

Betrachte Polare V,C und Q € 3, = sing(C)
Dann ist:
Z(C,V,C; Q) =2

Proposition
Ist |PQ)| keine singulére Tangente in Q. Dann gilt:

Z(C,VyC;Q) =2

Beweis. 0.B.dA. P=(0:1:0)und @=(0:0:1)
f(x,y) affine Gleichung fiir Kurve ¢
flz,y) = az® + bry + cy® + fs + ...

Fiir Polare muss nach y abgeleitet werden:

Oy f(x,y) = bz + 2y + f5+ ..

Aber |PQ| : x = 0 keine singuldre Tangente in Q: c¢# 0
= Polare sind glatt in Q

Parametrisiere:
x:t,y:at—k...,a:—%
= Z(C,V,C; Q) = Ordo(f(x|t),y(t)) = 2
Und somit haben wir eine Schnittmultiplizitdt von 2

Beweis. (von Satz)
Wie in Satz von Riemann-Clebsch
Projiziere P € P? auf eine Gerade L (= P!) mit folgender Bedingung:

1. P¢C

2. P ¢ singuldre Tangente in @ = Sing(C)



3. restliche d(d—1)—26 Tangente durch P an glatte Punkte von C sind alle verschieden

Wir bekommené—>L:pb—>7rop(p) wobei C 5 Cund C 5 L
< s

P\/ Jm

—

Und erhalten die folgende Triangulierung:

E =dFE — (d(d—1) — 26)
K =dK

F=dF

Daraus ergibt sich:

2-29(C)=d(E - K+ F) —d(d—1) + 26

- d—1)(d—-2
= g0 = =)

O

(5.11) Allgemeine Geschlechtsformel

C irreduzibel vom Grad d mit gewohnlichen Singularitdten. Das heifst, wir haben

P; gewohnliche my-fach Punkte, wobei i = 1,..,7

Dann gilt:

(d—1)(d—2) mi(m;—1)
- - - _— = A
9(C) 5 ; 5 (©€)
Beweis. Analog O
Satz

C C P? irreduzibel vom Grad d, Y := sing(C).
Dann gilt

wobei (¢, p) :=delta-Invariante von C in P.
P =0, f(z,y) = 0 affine Gleichung fiir C
f=h..fr € C[|X,Y]] irreduzible Zweige von c.

ci=V(fi)

Erinnerung
In (3.13) haben wir fiir Zweige d(¢;, 0) folgendes definiert:



é(c, P) = Z?:l (i, 0) + 21§i<]’§r I(ci, 55 P)
Beispiele

5 (><> —1

5 (/\) —0

0 (>H< ) = 2 Mit folgender Verschiebung: = Ly e

) <-< > =1 Mit folgender Verschiebung: < — =

5<l> :1Mit:5<v> +5<>+I<V,+;o> —14+0+2=3

() M5<v)5<v)(v<)

x5+x2y2+y5:0Mit:g:%—zd(c,p):6—620

Satz
Sei C irreduzibel C P2. Dann gilt

g(C) = 0 < C rational und parametrisierbar

Idee fiir g(C) = C parametrisierbar:

1. Verwandel C in Kurve mit nur gewdhnlichen Singularitdten
P; ist m;-fach Punkt i =1, ..r

2. Betrachte W = Vg o((m1 — 1) P1, (m2 — 1) Py, .., (my — 1) P Q1, Q2, .., Qa—3)
wobei @1, Q2, ..., Q4_3 beliebig gewéhlt auf C

dimW > d(d2—1) _;mi(m;_l)_(d_g)



Wenn ¢(C) =0:

2 ; 2
=1
d?>—d—d*>+3d—2—-2d
= dimWV > —H; +6:2
Fakt
dimW = 2
W = (H,G)

C\B — P!, wobei B=V(H,G)

p (H(P);G(P))

Warum ist die Abbildung injektiv? Betrachte dazu das Urbild von (X : u) € P!
CN{—pH + G =0}

CN Dy,

d(d—2) = > mi(m; —1) — (d - 3)
=d>—2d—(d—1)(d—2)—(d—3) =1

Beispiele



